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TOM TAT: Xap xi ngau nhién la mét céng cu vé cing quan trong ctia giai tich sé. Trong bai

nay chiing t6i sé trinh bay tong qudt vé xdap xi ngau nhién déng théi ciing néu ra mot phurong phap dac

biét clia xcfp xi ngdu nhién, dé la phirong phdp Robbins - Monro.

Tir khéa: xap xi ngau nhién, phwong phdp Robbins — Monro.

1. CAC VIDU THUC TE

a. Dé biét @6 ctmg cuz hop kim déng - sit
& nhiét d6 500°C nguoi ta thuong xét khoang
thoi gian x va Y (x)1a dé cimg tuong mg cua
hop kim. Vién dé duoc dit ra la tim cic gia tri
ctia X sao cho hop kim cd d§ cung trung binh
@ . Biét ring céc loai hop kim khéc nhau ung
voi d§ cung khac nhau.

b. Xét d¢ nhay cua mot chit nd khi bi va
cham. Théng thudng nguoi ta tha cho né roi tu
do tir mdt d6 cao xéc dinh. Biét ring mdi mot
loai chét nd vmg véi mdt do cao nhét dinh, goi
la d§ cao phat nd.

¢. Tuong ty, trong viéc kiém tra thude trir
sdu, ngudi ta cling phai xdc dinh liéu lugng cua
cdc loai thudc ddi véi timg loai con trung va
mirc d¢ sir dung sao cho phu hop dé dat .t qua
cao trong viéc bao vé ciy trong.

2. XAP Xi NGAU NHIEN
Cac tinh hudng trong vi du thuc té néu trén

c6 thé van dung toan hoc dé giai quyét nhu sau.

Chon ngau nhién mot gia tri X, sau d6 quan

sit gid tri  y(x;)cia bién ngdu nhién

Y(x)véi ky vong M(x) =E{Y(.\’l )} ;
trong d6 E ki hiéu ky vong todn hoc va M 1a
mét ham ting chwa biét dang chinh xac. Ta

chon mot ddy cc s6 duong @, giam dan theo

c . ;
n,viduchon a, =—, trong d6 ¢ la hang sd

n
dwong tuy y. Véan dé dit ra 1a xac dinh gia tri
cia @ sao cho M(0)=a . Ta thiét lap hé
thitc dé quy dé tim céc gid tri x, cho cdc thi
nghiém lién tiép:

Xpsl = %, "%[y(x,,)_a']- (1)

Gia s\t ta ]Jam dwoc thi nghiém tht # va
da biét duoc X, ciing nhu gid trj y(x, ). Tir
(1) ta c6 thé xac dinh gia tri cu thé cia x, dé
sir dung cho lan thi nghiém thit n +1. Ta thu

kiém tra hé thic dé quy nay. Trudong hop don

gian nhit, néu & = 0 thi (1) c6 dang

c
x:H-l = xn —_y(xn) (2)
n
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Néu y(x,)>0 thi x

X,., <X, vi néu
y(x,)<0 thi x, >x . Néu y(x,) 1a
duong thi giam gia tri cia X cho lan thi
nghiém thr n +1 va nguoc lai.

Ta s€ nghién ctu mot img dung cua xap xi
ngiu nhién, d6 12 phuong phip Robbins -

Monro dugc trinh bay sau day.

3. PHUONG PHAP ROBBINS - MONRO

3.1. Giai tich thich @ng - Khong thich
irng

Trong viéc kiém tra thudc trir sdu, ta nhan
théy hién tuong la ¢6 hodc khong co loai con
trung ma thudc cé téc dung. Do do, van dé 1a
dé xac dinh pht hop ching loai va lidu lwong
thich Umg cho tung loai con trung. Vé mat toan
hoc, cac vin dé nay duoc gidi quyét nhu sau.
Xét Z1a bién ngau nhién véi ham phan bé
M . Néu x 1a sb thue va Y(x) la bién ngdu
nhién sao cho:

Y(x)=1néu Z<x
=0néu Z>x
Khi dé,
P[Y(x)=1]=P[Z <x]=M(x),
P[Y(x)=0]=P[Z > x]=1-M(x),

E[Y(x)]=1.M (x)+0.(1- M(x)) = M (x).

Biy gio Y(x) 12 mét quan sét thich img
déi véi sb lugng x (khdi lugng thude trir sau
chang han). Vién dé 1a dé xac dinh gia tri cua X

cho su thich img & . Ta c6 dinh li sau:

Dinh li 1. Gia su M la mét ham phan
phéi va a la mot 56 thire ting voi mét s thiee
8 thod man M(0) = a . Gia st M kha vi tai
6 va M'(8)>0. Cho x, la mot 56 thire va
mot s6 nguyén dwong n Néu

Y A
X, =X -——(Y-a) 3

n
n
trong dé Y, la mgt nghiém ngau nhién
sao cho

P[Y, =1| X Xy X, XY, ] = M(X)

n?

FY =0[ XX Ko By L) =1 -

Khi do,

limE(X -8)* =0.

N=»
Do dé, day cac bién ngau nhién {X”} héi tu
dén @ theo binh phuong trung binh va theo
xdc sudt.
Ggi y chimg minh:
bat
‘fn = E(Xn _6)2 s
ta chi can chimg minh lim &, = 0.
n—=pn

3.2. Xép xi nghu nhién mdt chiéu

Bay gid ta xét cau hoi cua tinh hubng tong
quat trong d6 Y khong bi han ché nhan gia tri |
hodc 0 ma ¢ thé nhan bat ki gia tri nao.

DPinh li 2 (DvoretzKy).

Gia s {an},{ﬁ”},{yn} la cdc day so

thiecc khong am sao cho

lima, =0 4

n—x
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iﬂ,, <o (5)
1

Y=o ®
|

Xét @ 1a mot sb thue va T, 1a cac phép
bién déi do duge sao cho
T, (X,,... X,)-6]<

)
max[a,,(1+4,)| X, 6| -7,]
vG1 moi Xl,...,X”.

Xét X, va ¥, (n=1,2,...) 1 céc bién
ngau nhién. Pinh nghia

X, =T(X,..X)-Y(X,..X,), Vn21(8)

Theo gi thiét E{X}}<o0.

E{1}} < ©
n=|
va
E{Y,| X,,..X,}=0 (10)
vé6i xdc sudt 1 vdi moi 1, suy ra
P[nmx,, =0J:1 (n

Ching minh: Khong mit tinh tong quat,
ta c6 thé chon 8=0.
1. Tu(7)va(9)suyra r?mg voi moi M
E(X?)<e.
2. Pbat s(n) la du cia

I:I:r(Xl""’Xn)][Xn]
néu ca 2 thira sé 1a khac 0, va s(n) =1 néu

mot trong hai thira s6 bing 0. Pat

[Tomm=TTs0). ¥ =[T@n¥.

j=m

Khi do, Y Y, hoi ty véi xdc sudt 1 bai (9)
va (10). DAt

Z(m,n)= i ¥

j=m

V6iVS > 0,Ve >0, IM, (5, £) sao

cho

P{sup'Z(m,n)l > %} <el2. (12)

M<msn

3. Pat dimym—-1)=1,

n+l

d(m,n) ':H(l"'ﬂf) véinzm.

Jj=m

Xét tong

n+l

S(m,n)=Y d(j,mY],

j=m

=

=_ZZ((m—2), (i -D)d(j,n)—d(j+Ln)| =Y, ,d(mn)
+Z(m=2),(n=1)d(n,n)+Y (13)

Khi d(j,n)=d(j+1,n) ta thiy ring

gia tri tuyét ddi cua (13) khéng 16m hon

2| sup |Z((m~2),(j=D)| |(d(m,m)+]Y,

m=I< j<n

Do do tir (5) va (12) ta co:

véi 6 >0,& >0 ton tai

My (5,8)> M,(5,¢)
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sao cho d(m,)<3/2 véi m2 M, va

P sup ]Z(m,n)]<%, sup |S(m,n)|<§ >1-€e/2. @14

Ta suy ra diéu phai chimg minh. ham f,(X,,...,X,) 1 do dugc vi

Dinh li 3 (Dvoretzky)

Cho{a,(X,,... X, }.{B,(X,,... X,))}
va {7,(X),...X,)} 1anhing day ham khéng
am cua bién sd thuc X,,..., X, sao cho ham
a,(X,,...X,) 1a bi chin déu va
,l'i_r)iga"(X,,...,Xn)=0héi tu déu véi moi

X, X,; (5)

va

T,(X,,...X,)-6| < max{a,(X,,.

c6 dinh déu v6i moi day X,,..., X, thoa

man SuplX"I <L, trong 46 L 13 s6 dwong
n=12,..

tuy y, (19) ¢ ddy T,(X|,...,X) la phép bién
dbi do dugc 520 cho

XrH-] = T;I(X!’”"Xn)-'_ YH(XII)’ nzl

0)va E(X})<w 1)

Y E(X})<; (22)
1

vO1 xac sudt 1

E{Y,|X,,...X,}=0. (23)

Thi P{]im X = 9} =1 (24)

H=0

vi ImE(X,-6)"=0. (25)

D B.(X,,.... X,) 1a bi chan déu va hoi tu
1
déu theo X,,...,X,; (16) va

1

VL>0,3y,(X,,...X,)20: > y,=0,(17)
1

e X [+ B, (X XD X, =0 -y, (19)

Ching minh: Liy =0 va J, ¢ 1a

nhimg sé duong tuy y. Pé chimg minh (24) ta

can chimg minh né thoa man
P{|X,|<68,Vn}>1-¢ ()
Liy M 2 M (J,¢€) 1a di 16n thoa, véi
n2M,a, <6/8.Lay L dilénthoa

L>06 va

MaxE{X?} < 2l

. K&
1£j<m 3 2M ( }

Chiing ta ldy L & déy la thoa man véi (17).

N6 ciing thoa man ring

P{Max

1€ /=M

stL/4|}>I—e/2. (28)

Gia sr 4 diéu kién sau thoa lién hé (4). (29)
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|X,|<S/4 véimotvai m=2M . (30)

|X,..|2674, 1< j<k. 31)

| X | S674. (32)

trong 46 1<k <00 Khi k=00, (31)
ding khi j 21 va (32) 1a rong (1a rd rang khi
ching minh xong ma k+#00). Bai vi
a,<o0/8 khi n=2M va bai vi (29), (30),

(31) din dén

T, (X,.)|>a,., 0<j<k-1) (33)

m+J m+j

sz;gn(X,m M) =sign(7fm & )) (0<j<k-])
(34)

Ap dung (18) (véi y=0)taco X,
ndm giira 0 v

s(m)(1+8)X, +Y, (35

Lip lai lap luan nay, khi 1< j <k thi

X nam giita 0 va

m+j

s(m+j=Ds(m+ j=2)..s(m)d(mm+j-1)X
+s(m+ j=1)..s(m-Dd(m+1,m+ j-1)Y,
+s(m+ j—-Dd(m+j—L4m+j-DY . +¥
(36)
Gié tri tuyét d6i cua (36) khéng Iém hon
[Xm]d(m,m +j- 1)+|S(m +lm+j- 1)|
(37)

Vi vay IXM.

. 1% fEk 3T
Pé chimg minh (26) ta chi cén chi ra ring
céc kiéu kién sau khong thé xay ra ca hai.

Lién hé véi (25) va (28) cua (29), (39)

>8/4 véititcam>2M . (40)

X,

Pé chimg minh (11). Xét k= lim «

ISjco 4
Xét N 1a sé nguyén. Boi vi (24), ta chi phai
chimg minh ring
mE{(q X, |—k)*)2} -0
& day
(1 X,1-k)" =max{(] X,|-k),0}.

3.3. Xip xi cho qua trinh tiém cin chinh

quy
Trong phan nay sé nghién ciru diy cac
bién ngau nhién, nhung chi tip trung vao céc

diéu kién yéu trén cac hé sé 1ap.

Dinh Ii 4(a) (Comer). Xét {X,} la mjt
day xdc dinh nhw dwoi day va X, | la mgt bién
ngau nhién sao cho E(Xl —9)2 <F* <,
oddy @ va V' la cic 56 thic. Gia sir ring

@ X,.=X,-a[rX,)-%], ¢
day Y, la sb thuc bt ki va ¥, (X, )I1a bién

ngau nhién sao cho

E[Y,(X)| X,]=M(X,).

v6i moi n, & ddy L va u la nhimg s thuc
thoa man L < u . Khéng mit tinh tdng quat gia

strring ¥, =0.
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(iif) ia; =0, & diy {a]} la day sb
1

(viii) & ddy k 1a sé thuc duong

|
. bit ki. Kni 46, lim[ E(X, —6)’ [P <k/L
uong. n—e
(iv) lima’ =a'20. L ouk
n-sx " va limsup| E| Y ||? < —+k.
n—w p[ |: g :H L
(v) 0<a' <—. Chimg minh: Tir (iv) va (v) ludn ton tai

u
wi) Z, =Y (X,)-M(X,) va M 1

lién tuc tai @ véi M (0)=0. Do d6

wi)E[ Z} | =k,

0<l-aqu<l-ad <l-alL<l, n>N
X,.,-0=X,-0-a,[Z,]-ad, (X, -6),
X, -0=(1-ad )X, -0)-aZ, (n2]),
|X,..—6|<(-a,d,)|X,-0|+a,|Z,,
E|X,, -6 <(1-a/LYE(X,-0) +dE(Z})
+2(1-a/L)aE{|Z, || X,-6}

<(1-d,L)’E(X, —9)2 +afE(Zf)

n+l

+2(1-a,L)a})| EZ; ]% [E(x, -6y ]% ,

l -
[E(X,. -0y <(-a,L)| E(X,-6) | +ak
! L
=[EX,-6)' ] —a,',L{[E(X" -6y —k/L},n >N.
Léy &> 0 thi ta gia si trai vdi gia thiét rang
E(X,-6) 2k/L+e¢. Liyn>N.

Thay vao (41) ta co

1

<[E(x,-0)' ] -aLe,

r |-

|:E(Xn+l _9)2]

vi vay

motsd N saocho au <l véi n>N.

Foo(41)

P,
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n(&)-1 | n(e)-1

$[b.-07F < 3 [ar,-0)]

N
1

(£)-1

i
2-Lg Z a,

N (42)

-1

(E(X,.,-0) | <[ E(X, -0y P -Le ). a.
-

Nhung khi Za,’, =0 taco
1

n(e)

Le—:Za 2[ E(X, —9)] —kIL @43)

Thay (43) vao (42) ta dugc

[E(_Xnm -fi‘)”]E <k/L.

=d (X, -)+Z, (n21),

Khi
Y| <ulX,-6|+

[Ex? ]5 u[ E(X -6) ]2 +k<uk/L+k.

Pinh li 4(b)(Comer). Gia sir ¢ cic diéu
kién (i) dén (iv) cua dinh i 4(a)
(i) Xeét

u..=E(Z,|Z, Z). ¢ day

-m? n-m-1 LR

m2lvanzm+l1.

(ii) Tén tai mét day cdc sé thuc { (fm} sao

cho
1
[E(,u:.m)]2 <&, m2lvanzm+l
va lim¢&, =0.

Do @, tén tai mot ham g cua a' sao cho

limsup E (X, —9)2 <gl(a),

n—x

lim E[(Y, - Z,)] <u’g(a’)
va ljntl)g(a') —0, g(0)=0.

Pinh li 4(c). Gia sir c¢o cac diéu kién ciia
dinh Ii 4(a) va 4(b). Thém vao

o a >0 khin—>w
(1)

i) (X,-0)M(X,)>0.
Khi do,

P[limXﬂ =9}=1.

n—w

3.4. Ly thuyét mau nhé

Vi cdc phuong phap da trinh bay & céc
phan trude trong thuc té chi 4p dung déi véi
cac van dé giai quyét mot c& miu xdc dinh, céu
hoi dat ra 1a 1i thuyét xp xi tiém can t6t nhu
thé nao dbi véi cac trudng hop cu thé. Trong
toan hoc, khai niém tuyén tinh rét quan trong,
vi du trong Kakutani la sy mo rong cia dinh li
diém bét dong Brauwer c6 quan hé gin véi
vén dé dit ra. Vi véy né dugc gia thiét ring

M(X)= E(y()f)) la mét duong thing véi

phuong sai cia X' dugc chon 1a mét hing s8
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STOCHASTIC APPROXIMATIONS AND APPLICATIONS

uy Hoang Van Bac®

Nguyen Van Thu
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ABSTRACT: The purpose of this note is to present introductory ideas of stochastic
approximation problems which stand for important aspects of numerical analysis. In particular, we
illustrate by considering the Robbins — Monro method.

Tir khoa: Xd'p xi ngdu nhién, phicong phdap Robbins — Monro, bién ngdu nhién, ham phdn phé«".

nghiém ngau nhién, qua trinh tiém can chinh quy, mau nho.
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