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HAM PHAN TAN - MOT SO TINH CHAT VA SU HQI TU
TRONG KHONG GIAN L,

Té Anh Diing, Mai Tring Thanh
Truong Pai hoc Khoa hoc Ty nhién, PHQG-HCM
(Bai nhdn ngay 29 thang 03 nam 2007, hoan chinh sira chita ngay 19 thang 09 nam 2007)

TOM TAT: Bai bdo trinh bay mot s6 tinh chdt, dinh nghia va nghién cvu sw héi tu cia
ham phan tan bdc k.

Tir khéa:Ham phén tan bdc k, sw hdi tu ciia ddy ham phan tdn, khoang cach giita hai
ham phan tan.
1.DAT VAN PE

Phuong phap L, -chuén c6 nhiéu tmg dung trong bai toén kiém dinh gi thuyét thong ké
tuyén tinh, xdy dung khoang tin cay, phan tich phuong sai... Nhiéu linh vuc ctia phan tich dir
liéu thong ké dua trén co so cia L, -chuén nhu wéc lugng mat do, phén tich chudi thoi gian va
phén tich phuong sai nhiéu chiéu.

Trén co s& cia phuong phap L, -chuin, d6 1éch tuyét dbi trung binh o, (X ) va do léch
tuyét déi trung vi &, (X) da dugc xay dung, véi

5,(X)= E|X — 44|, c6 thé dugc coi nhu chuén "X_‘”"L, :

Oa (X)) = E|X —Mdl, ¢6 thé dugc coi nhu chudn "X—Md"l1 .

Bén canh nhitng (ng dung tot trong xdc suét théng ké, cac do léch tuyét déi & . (X ) va
S,y (X) ciing da boc 16 nhimg han ché ciia ching. Cling v6i d§ phirc tap trong tinh toén,
8,(X) va 8,,(X) chi néi lén duge do léch giita bién ngdu nhién véi trung binh 4 hodc
trung vi Md .

Pé khac phuc han ché néi trén, hérp phé~n tan da dugc xdy dyng nhu mét thude do tong
quét cho d6 phén tan céc gia tri cia bién ngau nhién X. Gia sir (£, A, P) la khong gian xac
suat, L, 1a tap hop cac bién ngiu nhién kha tich trén khong gian xic suit (Q, A, P). Gia sur
bién nglu nhién X €L, va F, 1a ham phan phdi ciia bién nglu nhién X. Him phén tin
B (u) ctia bién ngiu nhién X dugc xac dinh boi

Dy (u)=E|X —u| véimdiue R

Mot s6 tinh chét cia ham phan tan D, () d& dugc nghién ctru trong céc bai béo [2], [3],
[4], [5], nhu:

1. Dy (u) 12 ham 16i trén R

2.VX,Yel, I?f}lxlDX (x)-D, (x)|<oo.
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3.V6i X € L, 1a bién ngéu nhién c6 phan phéi lién tuc tuyét déi, thi
D,(u)=u—pu+2 f(x—u)dFX(:c) =pU—-u+2 I (u—x)dF, (x)
x2u x<u
4. Voi X e L, 1a bién ngiu nhién c6 phan phdi rdi rac véi ddy phan phdi xdc sudt
p,=P(X=x,), (n20), thi
Dy(u)=u—pu+2 Y (x,~u)p,=p-u+2 Y w-x,)p,
nx, 2u nx, <u
5. lim(Dy (u)-u)=—EX va lim(D,(u)+u)=EX
6. Trong trudng hop X 12 bién ngiu nhién cé phwong sai hitu han, thi

[IDy ()= Dy (1) d = 5°

Véi D (u)=E | H— u| 1a ham phén tén ctia bién ngdu nhién suy bién tai EX = y.

7.V6i X,Y €L,, EX =EY ,thi [|Dy(u)~ D, (w)ldu <VarX +VarY

-0

8. V6i ddy bién ngéu nhién X, X,,..,X,,...bit ki trong khong gian x4c suit, thi

Dy @ ZD &)

i=l

9. Khi céc bién ngdu nhién X, X,,..., X, ,...cing phan phéi, thi

D, w)<nD, (%
Zl:\ '

10. Giasir X € L, va C,. 1a tap cac diém lién tuc cua Fy .Khido, Vu € Cp, thi
| (o
Fy(u)= E[DX (u)+1]

1. lim Di(u)=1 va lim D} (u)=-1

Trong thuc té, ngoai L, ngudi ta con gip nhirng bién ngiu nhién kha tich bac k >1,va
theo chung t6i bié} thilchu‘a cd tai liéu nao nghién ciru cdc ham phén tan béc k cia céc bién do,
vi vy ching t6i lay van dé nay lam muc tiéu cho bai béo.
2. HAM PHAN TAN BAC k

Vi bién ngiu nhién X trong khong gian L, va F, 1a him phan phéi tuong tmg cia X,
ham phan tdn béc k& ctia bién ngau nhién X duoc xéc dinh béi

Dk (u)=E|X —u véimdi ueR
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C6 thé chirg minh khong kho khan cac bat déing thirc thudng gip trong xac suét sau day
d6i voi ham phén tan béc & .
a. Bit déng thirc dang Markov
Véimoi £ >0 , v6i moi u € (—o0,+0) va vdi bién ngdu nhién X € L, tacod

P(X —u|2 &) szlrp;(u)

b. Bét ding thirc dang Liapunov
Vi moi u € (—o0,+0), véis, ¢ thoa 0 < s <1, véibién ngau nhién X € L, , ta co

(D3 () <4/Di(w)
c. Bét dang thirc dang Minkowski
Vé&i moi u € (—o0,+0) , v6i moi p thoa 1 < p<co, v6i hai bién ngdu nhién X,Y € L, ta

(D5.r ) <{{DEC) +§[ /)
2 2
d. Bit ding thirc dang -C,

co

Véimoi u € R, v6i hai bién ngdu nhién X,Y € L ,tacé

D GiSe D, (%) +c.Dy (%)

Véi r <1, tuong tmg véi ¢, =1; hodc r 21, tuong img véi ¢, = i

3. PINH Li VE SUHOI TU CUA HAM PHAN TAN TRONG KHONG GIAN L,
Sau day 1a dinh 1i v& mdi lién h¢ giifa sy hoi tu clia ddy ham phén tan bac D) (u) v6i sy

hi tu clia day bién ngdu nhién X, X, X,,... X,,...

Dinh Ii 1
Giasir X, X, X5,.0sX,,,... la day bién ngdu nhién thugc khong gian L, .

Néu ton tai p>k>0 sao cho

sup E|X,|” <o

P
va X,>X

Khi do

D;n (u)—> D‘\ (u) khi n—> +o0, véimoi u€R
Chimg minh.

Tir diéu kién X, X

vavoi p>k
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supE|X,|" <0

ta c6 duoc

' k
E|X,-X|' >0 ,hay X, >X.
a.Khi k<1
Theo bat déng thirc ¢, , ta cé dugc

E|X,-u <E|X,- X[ +E|X —uf

Hay

E|X,-uf -E|X -uf <E|X, - x| (1.1)
Ciing theo bat dang thirc c, , ta c6 duoc

E|X -ul <E|X - X,[ +E|X, —uf

Suy ra

E|X -uf <E|X - X,[ +E|X, —uf

Hay

E|X,-u| -E|X -u' 2-E|x, - x| (1.2)

Do d6, tir (1.1), (1.2) va tirkét lugn E|X, - X|" 0, ta c6 dugc
|E1X, ~uf' ~ E|x ~uf'|< E|x, - X >0 (13)

b.Khi £ >1
Tuong tu, ciing theo bét déng thirc Minkowski, ta ¢é dwoc

1 1 1
E*|X, -ul - E¥|X —uf'|< E*|X, - X[ >0 (1.4)

Tir (1.3) va (1.4), ta suy ra

E|X,-uf - E[X—u' Khi n— +

Hay

Dy (u)—> D% (u) khi 7 — +o O

4. HAM PHAN TAN BAC 2 CUA CAC BIEN NGAU NHIEN TRUC GIAO.
Trong khéng gian L, v6i ddy bién ngau nhién X 13 X550, X, batki, thi

D (u)< li, (%)

i=t "t i=1
Ta phat trién méi lién hé nay trong khong gian L, .
Dinh Ii 2 (Mot dang dinh 1i Pithagore).
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Trude hét, véi hai bién ngdu nhién X, Y bt ki trong khong gian L, X-uvY-u truc

giao. Khi do

D%, (u)=D} (-‘21) +D? (-’2‘-)

Chimg minh.

‘ £ x : . 5 s % SA u "
Ap dung tinh chat cuia bién ngau nhién truc giao cho hai bién ngiu nhién (X _Ej va

u
Y ——|, taduogc
( 2) ’

2 2 2
Bty B2 18-
2 2 2 2

ll2 uz
:>E|X+Y—ul2=EX—5 HET=

Hay

D ()= 03 (%) + i (%) :
2 2
Ta m& rong dinh li trén véi day bién ngdu nhién X, X,,..., X, trong khong gian L,.
Dinh Ii 3
(i, je ﬁ) Khi

SRES

Cho X, X,,...,X, la day bién ngdu nhién tryc giao, va X, + X, =
do
2 N0 o2 | U
. (=305 5

Ngoai ra, khi n — o, thi
Di, (u)— 3 D [Z)
Zi=lx‘( ) § i n

5. PINH Li VE KHOANG CACH CUA HAI HAM PHAN TAN TRONG KHONG
GIANL,

Dinh li sau d3 dugc chimg minh trong [4], va trong bai nay, ching t6i dua ra mét cach
chirng minh don gian hon.

Dinh li 4

Véi Dy (u) =E|,u --u| la ham phén tdn cia bién ngdu nhién suy bién tai EX =,

X € L, va X la bién ngdu nhién c6 phwong sai hitu han thi
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J‘ID‘\, ()=D,, (u)l du = o? 4.1

Chirng minh.
Ta viét lai vé trai
j Dy () = Dy ()| du = f Dy (u) = Dy (u0)| it + j Dy (u) = Dy (u0)|

-0

Véi

11D )= Dy G| = |E| X~ E|EX i

U
= TlEdx ~u -}l

]

-]

Ta khir ddu tri tuyét déi & (4.2) biang cach chia bién x lam ba khoang x<u<pu,
U<x<p vau<pu<x,khidé(4.2)duoc viét thinh

J| | le=0-(u=wldF+ [ [c—1)-(u-wldF )+ | (=)~ (u—)ldF (x)

—0 | X<u<pt u<x<pt u<p<x

+®

J]x u|—|p— u| dF (x)|du 4.2)

du

]
é —®

[ @u-x-mdF(x)+ [ (x-u)dF(x)+ [ (= pdF ()| du

x<u<pu u<x<pu u<p<xX

du

I
|
8 B
| =

[ u=x-pydF (x)+ T (x = p)dF (x)

]'ZudF (x)- ‘:f xdF (x) - ,]' udF (x)+ T xdF (x)— T udF (x)|du

u

ol fee®

IZudF (x)- l:"xaVF (x)+ T xdF (x) - p|du

u

4.3)

=

+0

[ xdF (x)= - "jxdF(x)

u

nén (4.3) c6 thé viét

‘j l].ZudF(x)— l:fxa'F(x)+(,u- ?xdF(x))—,u

—a0 | =0 -0 —on

du
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gt fem® foe—m foem femx %
8

']‘ZudF (x)— l]2xdF (x)|du

du

I

l]‘Z(u —x)dF (x)

( TZ(u —Xx)du)dF (x)

-0

(‘j'Z(u —x)du)dF(x) (dolicnay x<u<pu)

]dF (x)

@-x7"
27—

(1=x)"dF (x)

Il

Thuc hién bién ddi twong tu
I|Dx(u) — Dy ()| du = _”E|X u|- E|EX —ul|du

= [|EQX ~u|~ |- upau

H
gt

Ta khir du tri tuyét ddi ¢ (4.4) bang cich chia bién x thanh ba khoang x < u<u,
,u<x<u va u <u < x,khi d6 (4.4) duogc viét thanh

]

J’ (Jre—uu| = | e~ u]) dF (x)| du (4.4)

[ [@=x)=@u=-mldF )+ | (=)= (- m)dF (x)+ f [(x— )= (u — p))dF ()| dhu

u |x<pu<u u<x<u H<u<x

""——;g ‘:c—,ﬁ ':n_.,ﬁ 1:-_.3

[ (u=x)dF (x)+ [ (u=-x)dF(x)+ [ (u+x—2u)dF(x)du

X<u<u p<x<u H<u<x

]'(,u—x)dF(x) + +T(,u-l- x—2u)dF (x)|du

= ]' UdF (x)— ']‘xdF (x)+ T HdF (x)+ +Txdl"' x)- T 2udF (x)|du
= ||u- ']‘xdF (x)+ TxdF (x) —T2udF (x)}du (-’4.5),

Trang 31




Science & Technology Development, Vol 11, No.10 - 2008

Do

- j xdF (x)=—-p+ [xdF(x)
Nén (4.5) trd thanh

=T szdF (x)- T 2udF (x)

du

,u—,u++]3xdF(x)+TxdF(x)—TZudF(x)

du

=T TZ(x—u)dF(x) du

=T TZ(x - u)dquF(x)

+0 ( X
- I J-Z(x - u)du] dF(x)

=+:Je _{2 (x—zu)2 FDdF(x)

Tir do ta co

J’ Dy (u) = Dy ()| du = I(,u —x)*dF (x)+ j (x - p)*dF (x)

= [- ) dF () =E(X - )’ =3,
m]

Nhan xét. Dinh 1i trén khong con dung khi £>1.
6.KET LUAN

Huéng sap t6i nghién ciru cac biéu thirc giai tich ciia ham phén tin bac k=1 cho céc 16p
phan phéi kha phéan v6 han va phén phéi én dinh, tim cac umg dung trong cac dinh 1y gidi han
dia phuong va déc biét 14 trong théng ké.
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Dinh ly 2 cua bai bédo nay, mét dinh ly dang Pithagore, dugc chimg minh cho béc 2, tuy
nhién c6 thé khao sat thém cho céc bac k >2.

THE DISPERSION FUNCTION- SOME PROPERTIES AND THE
CONVERGENCE IN SPACE Lk

To Anh Dung, Mai Trang Thanh
University of Natural Sciences, VNU-HCM

ABSTRACT: This paper presents some properties and gives the definition of /'
dispersion function and studies its convergence.

Key words: K" dispersion function, convergence of sequence of dispersion functions,
distance between two dispersion functions.
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