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TOM TAT: Vin dé duomg di ngdn nhdt 1a mot van dé hét site quan trong trong ly
thuyét luong trén mang. Chiing xudt hién thudng xuyén trong thyc t& va c6 nhitng ung dung
hét sitc phong phii khi chiing ta muén giti mt vai tai ligu (nhu cdc géi dit ligu, mot cudc
di¢n thogi, nhu l& mgt phuong tién van chuyén) gidta hai niit nao dé trong mang mot cdch
nhanh nhdt, ré nhat, thu@n ti¢n nhdt cd thé,.... Pa cé nhiéu tdc gid quan tam dén van dé nay
va 2dd cd nhiéu két qud dugc cong bo. Mot thudt todn duge dua ra gdi Dijsktra (1959) cho
dén nay van dugc sit dung réng rdi do tinh don gidn va hiéu qud ciia né, .... Trong bai viét
nay chiing ta sé dia ra mét cdch sit dung thudt todn Dijsktra nhdm giiip ching ta dé sit
dung va truc quan hon. Hon nita trong thudt todn Dijsktra c¢é dién chiing ta phdi gdn lai
nhan cho cdc dinh trong mdi budc, nén trong bai viét nay chiing ta sit dung cdc miii tén gdn
cho mdi dinh nhdn cé diing mét ldn ma khong cdn thiét khéi tao cdc gid tri nhdn .

Trong phan nay chiing ta s& gi6i thi€u thuit todn Dijkstra ¢d dién, mot s6 cich 4p
dung khdc nhau v mot s6 cdc dang khdc cla thudt todn Dijkstra. Thuit todn Dijkstra chi
xét cdc do thi ¢6 hudéng G=(V,E), IVi=n, [El=m v6i cdc cung dudc gin trong s8 khéng dm,
nghia 13, mdi cung (u, v)€E clia né dudc dit twong ling v8i mot s thuc c(u,v) goi 1a trong
s0 ciia né. Chiing ta s& didt c(u, v) = o, néu (u, v)¢ E. N&u diy vo, vi,... v, 12 mdt, dudng di
trén G, thi d6 dai cia né dugc dinh nghia 1a tdng sau: Z‘_":;‘c(v,.,v,.ﬂ) titc 1a, d6 dai ciia

dudng di chinh 12 t6ng cdc trong s6 trén cdc cung cliia né.

Bai todn tim dudng di ngdn nhat trén dd thi dudi dang t8ng quét c6 thé phat biéu nhu
sau: tim dudng di c6 dd dai nhd nhit tir mdt dinh xudt phdt tir se V dén dinh cudi te V.
bubng di nhu vdy dugc goi 1a dudng di ngdn nhat wr s 6&n t, cdn d6 dai cda né ta s& ky
hi€u 1a d(s, t) va con dudc goi 1a khodng cdch tir s d€n t. Trong trudng hgp khéng tdn tai
dudng di tir s d€n t, ta ddt d(s, t) = «. R rang, dudng di ngdn nhit khéng c6 dinh lip lai.

1. THUAT TOAN DIJSKTRA CO PIEN

Thudt todn Dijkstra la thudt todn tim dudng di ngdn nhat tif mét niit ngudn s téi moi
nit khdc trong mang vdi d§ dai cdc cung 12 khoéng am. Thudt todn gdn cdc nhdn khodng
cdch d(i) cho mdi miti v6i d(i) 1a cén trén cho dudng di ngdn nhat tSi mit i. Tai mdi budce
thudt todn chia cdc nidt vao hai nhém: mdt nhém ¢é dinh cdc nhin biéu dién dudng di ngin
nhdt va con lai vao nhém thay d6i cdc nhdn 14 cin trén cho dudng di ngdn nhat va s& dudc
bi€n d6i trong cdc budc ti€n hanh thuat tosn sau d6. Khdi tao chiing ta gén cho niit s ¢&’
dinh nhin bing 0 cdc niit cdn lai thudc nhém thay ddi nhin binge. Thuit todn s& chon
mét nit i v6i nhan thay doi nhd nha't dua vao nhém c8 dinh va xod n6 khdi nhém thay ddi
sau d6 duyét cdc cung thudc A(i) dé cip nhdt nhin cla céc nit k& véi né. Khi nio tat ca
cdc nhdn dugc gdn cd dinh thi thudt todn két thiic. (V6i A(i) 1a tdp cdc cung dira tiri.)
Thu4t todn k&t thiic cho chiing ta mot cdy T vdi géc 12 nit s v6i cdc dinh 13 cdc nit ¢6 nhin
hitu han. V6i méi (i,j) e T ta c6 pred(j)=i va d()=d(@i)+cij:
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Thuét toan Dijkstra
begin
Si=¢; §:=V;

d(i):=c0 v6i mdiieE;

d(s):=0; pred(s):=0;

while ISl< n do

begin

i € § 12 niit sao cho d(i)= min {d(j): je S };
S:=S u{i};

S:=5 -{i};

for (i,j) € A(i) do

if d(j) > d(i)+ c;; then d(j):=d(i)+c;; and pred(j):=i;
end;

end;

Ching ta xét vi du minh hoa sau.

Hinh 1
V6i d8 thi va céc trong s6 cho & hinh (a) v6i yéu cdu tim dudng di ngin nhat t¥ s t6i
t. Budc ddu tién gan nhin cla s 12 0 va gdn nhén cho tit ¢ céc dinh con lai 1a .

v4 v3
(c)

Hinh 2
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Budc tiép theo ching ta dwa dinh s vao tdp nhdn c¢d dinh va sita nhdn cdc dinh
V1,Va,v4 12 1,3,4 tir d6 ching ta lya chon dinh ¢6 nhdn nhd nhdt vy dua vio tp S. Sau d6 ta
tinh cdc nhdn méi dudc cdc nhidn cda v; 12 4 con cdc nhian khac khong thay ddi, ching ta so
sanh cdc nhin ciia cdc dinh c6 nhin thay d8i d& tim dinh c6 nhdn nhd nhit ta dugc v; va
dwa vao dinh ¢6 nhidn cé dinh. Tuong ty cdc budc ti€p thee chiing ta Iin lugt dua dude cdc
dinh vy, v3, t va cudi cling thu dudc nhiin clia t 12 8 sau 5 budc va nhiéu 1an sita nhan.

Tinh diing déin clia thuit todn: Chiing ta c6 thé d& dang chitng minh dudc tinh ding
ddn cla thuit todn biing quy nap theo s& phin tif cia S.

Thdi gian tinh todn cda thuit todn Dijkstra: Chiing ta s& tim hiéu xem trudng hop
xdu nhdt cla thuat todn Dijkstra x4y ra nhu th€ nao. Chiing ta thdy ring thdi gian tinh todn
clia thudt todn Dijkstra chli y&€u gém hai qud trinh co bén sau:

> Luya chon mit: thuit todn thuc hién n 14n m&i 1an ddi hdi phai duyét nhém nit
c6 nhidn thay ddi. Do d6 ching ta c6 tdng thdi gian tinh cla lua chon nit Ia:
n+(n-1)+ ... +1 = O@?).

> nhat khodng cdch: Thuit todn s& thuc hién qud trinh nay trong IA(®i)l 1dn véi
mdi nit i. Ta cé Z:EV IAG))l=m va mdi lan cip nhit s& mat O(1) ldn, nhu

vaythudt todn dodi hdéi O(m) thdi gian cho toidn bd qud trinh cidp nhat
khodng cach.
Tir d6 chiing ta tha'y thdi gian thuc hién thuit todn 1a O(n® +m)=0(n).

1.1. Thuit toan Dijkstra ngugc

Thay vi yéu cau xdc dinh dudng di ngin nhat tir mo6t nit ngudn s tdi cdc nit khdc
chiing ta mudn xdc dinh dudng di ngidn nhat tif cdc nit t6i mot nit ddy t. PE gidi quyét vin
dé chiing ta thd'y ngay ddy la bai todn bién ddi tir thuit todn Dijstra chiing ta goi 1a thuit
todn Dijstra ngugc. Thudt todn nay gift lai cdc khodng cdch d'(j) v6i mdi nit j 1a cdn trén
cho dudng di ngdn nhat ti¥ nit j t6i ndt t. Nhu trude ching ta thi€t k€ mdt tip S' nhu 1a téap
nhdn ¢& dinh phin conlaila S' dudc goi 1 tip nhin thay ddi. Tai m&i bude cla thudt todn
ching ta chon mdt mit véi nhan khodng cdch
thay d6i 1a nhd nhat, goi la d'(j) va dua vao c6 dinh. Sau d6 chiing ta ki€m tra cdc cung (i
(i,j) va thay d8i nhdn cla i bdi min{d'(i), ci+d'(G)}. Thuat todn k€&t thiic khi moi dinh dugc
dua vao tip c6 dinh.

1.2. Thuit toan Dijkstra tif hai phia

Trong mdt vai ing dung cla van dé dudng di ngdn nhdt ching ta khdng cin x4dc dinh
dudng di ngdn nhat tr nit s t6i moi mit trong mang. Gid si ring chiing ta cidn xdc dinh
dudng di ngdn nhat tif ndt s t6i nit t ndo d6 khi d6 chiing ta ¢6 thé sit dung thuit todn
Dijkstra va ditng thuét todn khi nidt t dugc chon vao tdp S cho di van cdn cdc dinh thude
tdp S chua dugc x€t t8i. Thudt todn Dijkstra tir hai phia ma ching ta md td sau diy trong
nhiéu trudng hop cho ching ta k&t qud nhanh hon. Trong thuét todn Dijkstra tit hai phia
chiing ta 4p dung dong thdi thudt todn Dijkstra tif nit s va thuit todn Dijkstra ngudc tir nit
t. Thuit todn thi€t k& dua mot niit trong S va mot niit trong S’ vao tip ¢6 dinh (twong tng)
cho d&n khi cd thudt todn thudn va nghich c6 cing nhin ¢d dinh tai mot niit goi la nit k khi
dé ta c¢6 dudng di ngdn nhit 1a P(k)u P'(k).

1.3. Dial's implementation
Chiing ta nhén thdy ring nhan khodng cdch theo thuit todn Dijkstra trong tip ¢ dinh
la khdng gidm do d6 dai cdc cung 1a khong 4m. Thudt todn dial sdp x€p cdc nhin bién d6i
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trong c4c tp phil hgp. Ching ta 14y nC+1 tip, gdn nhin cho cdc tip twong tng lan lugt 13
0,1,2,....,nC. Tdp ¢6 nhan k chifa cdc niit c6 nhian khodng cich thay d6i bing k. Vé6i C 12 d6
dai 16n nhit cda cung trong mang va do d6 nC 1a c4n trén cho nhin khodng cdch clia moi
nhan hitu han trong mang. Ching ta bi€u dién lai cdc nit trong tip nhin k bdi tip
content(k). Qud trinh lya chon nut dugc thyc hién biing cdch kiém tra cdc géi 0,1,2... cho
t6i khi xdc dinh dugc géi ddu tién khdc rdng. Gid sit ring gbéi diu tién 13 k. V6i mdi niit
trong content(k) ¢c6 nhin khodng cdch nhd nhat. Lin lugt chiing ta xod cdc nit khéi géi,
gdn cho ching cdc nhdn & dinh va duyét cdc cung ké dé cip nhit cdc nhdn khodng cdch
clia cdc niit ké. Ta c6 thé d& dang chi ra ring d phic tap clia thudt todn 1a O(m+nC).

2. CAC PE XUAT CAI TIEN THUAT TOAN

Céc thudt todn Dijkstra dé cip & trén déu phai thuc hién gdn nhin cho tit ¢ cic dinh
va phéi thyc hién ki€m tra lai nhan va sita nhan nhiéu 1an. D€ minh hoa chiing ta ciing
phdi v& nhiéu hinh d&€ trdnh bi mit cic nhin di gin...Chiing tdi d& xudt mot cidi ti€n dé
khic phuc cdc y&u di€m trén bing cdch sit dung miii tén hudng va chi thuc hién tinh todn
v4i cung ¢6 trong s8 nhd nhé't hién thai.
Trude hét ta chi cdn khdo st cdc dd thi ma trong s& cdc canh 14 s§ tu nhién. Viéc
g4n gid tri ty nhién cho cdc trong s6 khdng gidm ¥ nghia clia 13i gidi khi ching ta sif dung
cdng cu mdy tinh d€ xdc dinh con dudng ngin nhat tir dinh ngudn s t6i dinh dich t. Bai todn
tim dudng di ngdn nhat tit dinh ngudn s t6i dinh dich t dugc phédt bi€u mot cdch t6ng quat:
Cho trudc dd thi ¢ trong s6 tu nhién G véi mot dinh ngudn s. Tim dudng di ngdn nhit t
dinh ngudn s téi tat cd cdc dinh con lai clia dd thi. Ta c6 thé dira ra mot thudt todn nhu sau:
1. Lay k=0 va gdn cho dinh s nhén 0.
2. k:=k+1 va xdc dinh dinh x ciia do thi chua cé nhan sao cho tén tai mét con duong
cé do dai k néi s vdi x.

3. Thudt todn két thiic khi dinh t c6 nhén (nhdn cia t chinh la d¢ dai con dudng ngdn
nhdt néi s véi t hodc khi k > tng trong s cdc canh va t chua cé nhin (khi dé
khéng tén tai con dudng ndi s vdi t).

Nhu d3 bi€t, thuit todn khi thuc hién s& phai xét 1n lugt tif dinh nhin bing 0, sau dé
phdi thuc hién 14n lugt ki€m tra lai nhdn nhiéu 1in mdi lan ting 1én mot don vi. Nhung thuc
ra chiing ta chi cin xét gid tri nhin nhd nhit trong cdc nhin sau mdi 1an ta k&t nap thém
mot dinh méi. D€ khic phuc diéu nay, chiing t6i d€ xudt sit dung thém cdc miii tén hudng
cho tirng dinh nhu sau: Tai dinh hién thdi, ta gdn cdc mili tén theo cdc cung xuét phét tir
dinh d6 t6i cdc dinh chua duge gdn nhin, cdc mili tén nay c6 trong s8 bang t6ng nhin cia
dinh d6 vdi trong s& clia cung tuong tng. Trong tit cd cdc mii tén trén db thi, chon ra miii
tén c6 trong s6 nhd nhat. Ta thuc hién gdn cho dinh dén ciia cung tudng Wng v6i miii tén
nhdn bing trong s& cla mili t&n, sau dé, thuc hién loai tat cd cdc miii tén d€n dinh d6 khdi
dd thi va coi dinh d6 1a dinh hién thdi. Thuc hién lai cdc budc trén. N&€u trong qud trinh
thuc hién, dinh dich dugc gdn nhén thi nhan d6 chinh 1a do dai dudng di ngdn nhat. Trong
trudng hgp ta khéng thé thém mdi miii tén ndo ma dinh dich vin chua duge gin nhin thi
khong ton tai dudng di tr dinh géc t6i dinh dich, nghia 12 khong ton tai dudng di ngin nhat
gilta 2 dinh nay. V4i viéc gdn thém mii tén ching ta s& c6 dugc cdi nhin hét sifc tryc quan
khi thyc hién thudt todn.

Hon nifa ching ta thiy ring trong thuit todn chiing ta phai tinh tSng cla tit cd cdc
nhdn khodng cdch da c6 vdéi trong s6 sau mdi budc khi ching ta k€t nap thém mot dinh
mdi tdc 1a tinh d(i)+c;; v6i moi dinh i ¢6 nhin ¢8 dinh (c6 mili tén dd dugc lua chon di ra
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tir 1) sau d6 tién hanh so sdnh cdc k&t qud tim dudc dé tim d(j) vi€c tinh todn nhu viy cé
thé ddn dén so sdnh cdc s6 khd 16n va phai thyc hién nhiéu phép tinh. Do d6 thay vi lam
nhu vy chiing ta s& thyc hién tim min{c;} v4i mdi dinh i sau d6 chiing ta mdi tién hianh
cong gid tri nhd nhat vita tim dudc v6i nhdn d(i) sau d6 mébi ti€n hanh so sdnh véi dg).
Ching ta c6 thé nhdn thdy ngay riing trong trudng hop cac trong s6 16n khdc nhau va da
dugc sdp x&p thi thuit todn cla chiing ta s& hiéu qui hon. Bén canh dé ching ta ciing c6
thé ¢6 nhdn xét ngay ring véi mdi budc ti€n hanh thuat todn c8 dién khi chiing ta phai xét
cac cung (i,j)e A(i) 1a cdc cung di ra ti¥ dinh i. Nhung trén thuc t€ ching ta thdy riing chi
can xét cdc cung (i,j) 1a cdc cung dira tri va di vao tdp 6 nhin thay ddi. Tidc 14 chi cin
xét cdc cung (i,j) v8iie S vd j e S. V6i cdc nhan xét trén chiing ta c6 thuit todn dudgc cdi
ti€n nhu sau.

CArr: danh sdch miii tén dang xét

RArr: danh sdch miii tén két qud

d(i): Nhan ciia dinh i

c(i,j): trong s6 cung di tir dinh i tdi j

CostArr(i,j): trong s6 ciia mii tén goc i, hudng tdi dinh j

s,t: dinh xudt phdt va két thiic
Thuét toan
begin
Stop:=false;
=
d(s):=0;
Si={s];
While (Stop=false)
begin
forie S do
begin ,
Tim min{c(i,j)} theo j dudc c(i,j*);
costArr(i,j*):= d(i) + c(i,j*);
Thém miii tén (i,j*) vao danh sdch CArr;

end;

if (CArr=¢) then
begin

Stop=true; RArr:=¢;
end;

Chon trong cdc mili tén (i,j*) mii t€n c6 trong s6 min(min{costArr(i,j*)} theo ie S) ta dudc
(1*.3*);

Thém mii tén (i*,j*) vao danh sdch RArr;

d(*):= costArr(i*,j*);

S:=Su {j*}

If (j=t) then stop:=true else i:=j;

X6a cdc mili tén c6 dinh dén 1a j khdi danh sich CArr;

end;

end.

Sau day ta s€ xem mot vi du d€ minh hoa cho thudt todn .
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Hinh 3

Vi du chiing ta x€t vdi gid thi€t nhu & vi du truée. Khi d6 thuat todn cia chiing ta sé
dudc ti€n hanh nhu sau: Budc diu tién chiing ta Iva chon dinh s va thd'y ngay cung dira tir s
c6 trong s6 nhd nhat 1a 1 va di t6i v, sau d6 chiing ta lua chon dinh v, va loai bd canh sv;.
Budc tiép theo ta xét cdc cung ¢6 trong s& nhd nhi't trong cdc cung di ra tir dinh s va dinh v;
wreng ung 1a cdc cung sv, va vy, véi cdc trong s8 12 3 va 2 wiong dng khi d6 chiing ta xdc
dinh min{d(s)+3, d(v;)+2}= min{3, 3}—~3 chiing ta chon dinh v, va lga chon cung sv, (do
dudng di ngdn nha't khong duy nhat nén cé thé lia chon cung vivy) va loai bd cdc canh sv;
va v;v,. Budc tiép theo ta lai ti€p tuc tim cdc trong s6 nhd nhat trong cidc cung di ra tif cdc
dinh s,v},v, twong ng va 1am tuong ty ching ta s& lwa chon dude dinh v, véi cung dudc iva
cho 1a sv4 (hodc vav4) 1am hoan toan tuong tu ching ta s& 14n lugt iva chon dugc cdc dinh
v3, t trong cdc budc ti€p theo va thu dugc khodng cdch ngdn nhit tir s dén t 1a 8. Chiing ta
thdy réng trong vi du thuc hién chiing ta chi cin v& mét hinh minh hoa va tai m3i budc chi
phdi tinh todn vdi cdc cung c6 trong s6 nhd nhét thay vi viéc tinh véi 14t cd cdc rong G tai
mdi budc.

Db§ phic tap cla thudt todn trén thyc t€ trong trudng hdp xdu nhi't khdng cii tién
dudc nhi€u so vdi thudt todn ban ddu nhung trong trudng hdp dit liéu vao di dugc sdp x&p
va ddu vao 16n thi thuit todn cla chung ta s& thuc sy hi¢u qud hon. Va thuit todn trén ciing

c6 thé dp dung cho dd thi v6i trong s6 thuc ba't ky khong am cha khong chi han ch€ trén
tap trong s6 tu nhién.

TO ENLARGE OF THE DIJKSTRA ALGORITHM

Vu Dinh Hoa, Ta Anh Son, Do Thi Bich Ngoc
Deparment Informatic Technology, Ha Noi University of Pedagogy

ABSTRACT: Shortest path problems lie at the heart of network flows, They arise Jfrequently
in practice since in a wide variety of application settings we wish to send some material
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(e.g,a computer data packet, a telephone call, a vehicle) between two specified point in a
network as quickly, as cheaply, as reliably as possible...Some author is interested in this
problem and the they have had many results. An algorithm was proviced by Dijkstra(1959)
but now it is used in wide variety because it is simple and effective... In this paper we provice
a way to use Dijkstra's algorithm to help us easy to used and have a visualization.
Futhermore, in ciussical algorithm we must give a new label for each vertices in each siep
but in this new vision we use arrows for each vertices so give labels at most once times and
unnecessary start label equal o .
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