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TÓM TẮT 
Khi mở rộng khái niệm về quá trình ngẫu 

nhiên liên tục, người ta thường xét đến lớp quá 
trình ngẫu nhiên có nhảy và sử dụng công cụ về 
vi – tích phân Itô – Levy, từ đó có thể thu được 
nhiều kết quả quan trọng về mặt lý thuyết và thực 
hành. Trong bài báo này chúng tôi tiếp tục phát 

triển theo các kết quả đã được công bố trước đây 
để thu được công thức về vi phân tích của quá 
trình ngẫu nhiên có nhảy và áp dụng cho một số 
dạng quá trình đặc biệt như quá trình thuần 
nhảy, quá trình Levy – Ornstein – Uhlenbeck, 
quá trình Levy hình học.  

Từ khóa: quá trình Itô – Levy, vi phân ngẫu nhiên, quá trình ngẫu nhiên có nhảy 

MỞ ĐẦU 
Khái niệm về quá trình ngẫu nhiên Itô – Levy 

Cho ξ(t)	là  một quá trình Levy, và bước 
nhảy của ξ(t) tại thời điểm t là đại lượng xác 
định bởi: 
 ∆ξ(t) ≔ ξ(t) − ξ(tି) 

Với ℬ	(R଴) là σ −đại số sinh bởi các tập con 
Borel U thuộc R, sao cho Uഥ ∈ ℬ	(R଴);	 

R଴ ≔ R\{0}, xác định độ đo nhảy Poisson: 

N(t, U) ≔ ෍ χ୙൫∆ξ(t)൯
଴ழ௦ழ௧

 

trong đó χ୙(. ) là hàm chỉ tiêu của U (indicator 
function). Khi đó N(t, U)  chính là số các bước 
nhảy có độ lớn  ∆ξ(t) ∈ U	; 	∀s: 0 < ݏ <  Từ đó .ݐ
xác định dạng vi phân của độ đo nhảy Poisson là:  
N(dt, dx)		; 		t > 0	, ݔ ∈ R଴	. 

Định nghĩa. Quá trình  ngẫu nhiên Itô – Levy  
X(t,ω) = X(t), là quá trình: 
 X(t) = X(0) +
∫ α(s,ω)ds +୲
଴ ∫ β(s,ω)dB(s) +୲

଴    

∫ ∫ (ݔ,ݏ)ߛ ഥܰோబ

௧
଴  (1)             			.(ݔ݀,ݏ݀)

trong đó B(s) là quá trình Wiener tiêu chuẩn, và 
độ đo Poisson bù Nഥ(ds, dx) (compensated 
Poisson random measure), xác định bởi: 

 Nഥ(ds, dx) ≔ N(dt, dx) − ν(dx)dt	;  

	ν(dx) ≔ E[N(1, dx)]		; dx ∈ ℬ	(R଴);	 (ν(dx) 
thường được gọi là độ đo Levy), 

và thỏa điều kiện : ∫ [|α(x)| + βଶ(x)୲
଴ +

∫ ோబߥ(ݔ,ݏ)ଶߛ
[(ݔ݀) < ∞	; 			ℎ. ܿ. ܿ 

Dạng biểu diễn (1) sẽ tương đương với dạng 
biểu diễn vi phân sau: 

 dX(t) = α(t)dt + β(t)dB(t) +
∫ γ(t, x)ୖబ

Nഥ(dt, dx).  

Nếu  β(x) ≡ 0, gọi X(t) là quá trình Itô – 
Levy dạng thuần nhảy. 

Quá trình  ngẫu nhiên Itô – Levy  nhiều chiều 
được định nghĩa mở rộng như sau: 

Cho quá trình Wiener nଵ-chiều B(t) =
ቀBଵ(t), … , B୬భ(t)ቁ

୘
	 ; T ≥ 0, và độ đo Poisson bù  

nଶ-chiều ; t ≥ 0; x = ൫xଵ, … , x୬మ൯
୘
 ,  Nഥ(dt, dx) =

ቀNഥଵ(dt, dxଵ), … , Nഥ୬మ൫dt, dx୬మ൯ቁ
୘
 , 
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Quá trình ngẫu nhiên Itô – Levy n-chiều là 
quá trình xác định bởi  

dX(t) = α(t)dt + β(t)dB(t) +
∫ γ(t, x)(ୖబ)౤మ Nഥ(dt, dx) (2) 

sao cho 

 dX୧(t) = α୧(t)dt +∑ β୧୨
୬భ
୨ୀଵ (t)dB୨(t) +

∑ ∫ γ୧୩ୖబ
୬మ
୩ୀଵ Nഥ୩(dt, dx୩)  ;  i=1, nതതതതത	 . 

Trong đó, 

α(t) = ൫α୧(t)൯
ଵ×୬;β(t) =

ቀβ୧୨(t)ቁ
୬×୬భ

; γ(t, x) = ൫γ୧୩(t, x)൯
୬×୬మ

	; j =
1, nଵതതതതതത	; k = 1, nଶതതതതതത  

thỏa điều kiện 

∑ ∫ (|α୧(s)| + ∑ β୧୨ଶ(s)୬భ
୨ୀଵ +୲

଴
୬
୧ୀଵ  

∑ ௜௞ଶߛ
௡మ
௞ୀଵ ,ݏ) ݏ൯݀(௞ݔ݀)௞ߥ(௞ݔ < ∞. 

Công thức Itô cho quá trình ngẫu nhiên Itô – 
Levy nhiều chiều 

Cho X(t)	; t ≥ 0	, là quá trình ngẫu nhiên Itô 
– Levy n-chiều xác định bởi (2) và  

 f: (0,∞) × R୬ → R, là hàm thuộc 
Cଵ,ଶ൫(0,∞) × R୬൯. Xác định: Y(t) ≔
f൫t, X(t)൯	; t ≥ 0	, khi đó sẽ có công thức Itô (xem 
[1], 164 – 165): 

dY(t)

=
∂f
∂t ൫t, X(t)൯dt +෍

∂f
∂x୧

୬

୧ୀଵ

൫t, X(t)൯α୧(t)dt

+෍෍
∂f
∂x୧

൫t, X(t)൯β୧୨(t)
୬భ

୨ୀଵ

୬

୧ୀଵ

dB௝(t)

+
1
2෍෍

∂ଶf
∂x୧ ∂x୨

൫t, X(t)൯(ββ୘)୧୨

୬భ

୨ୀଵ

(t)
୬

୧ୀଵ

dt

+෍ න ൥f ቀt, X(t) + γ୩(t, x)ቁ − f൫t, X(t)൯
ୖబ

୬మ

୩ୀଵ

−෍
∂f
∂x୧

୬

୧ୀଵ

൫t, X(t)൯γ୧୩(t, x)൩ ν୩(dx୩) dt

+෍ න ቂf ቀt, X(tି) + γ୩(t, x)ቁ
ୖబ

୬మ

୩ୀଵ

− f൫t, X(tି)൯ቃNഥ୩(dt, dx୩)		; 																															(3) 

trong đó γ୩(t, x) là cột thứ k của ma trận 
γ(t, x) = ൫γ୧୩(t, x)൯

୬×୬మ
; 

KẾT QUẢ  

Công thức vi phân tích đối với quá trình có 
nhảy 

Sử dụng công thức Itô thu được công thức vi 
phân tích cho quá trình ngẫu nhiên có nhảy 

Định lý 1:  Cho hai quá trình ngẫu nhiên Itô 
– Levy một chiều xác định bởi 

(ݐ)௟ܪ݀ = ݐ݀(ݐ)௟ߙ + (ݐ)ܤ݀(ݐ)௟ߚ +
∫ ௟ோబߛ

,ݐ) (ݔ ഥܰ(݀ݐ, ;	(ݔ݀ ݈ = 1,2	                                      

khi đó sẽ có :    ݀൫ܪଵ(ݐ)ܪଶ(ݐ)൯ = 

	= (ݐ)ଶܪ݀(ିݐ)ଵܪ (ݐ)ଵܪ݀(ିݐ)ଶܪ+ +
ݐ݀(ݐ)ଶߚ(ݐ)ଵߚ + ∫ ଵோబߛ

 (4) (ݔ݀,ݐ݀)ܰ(ݔ,ݐ)ଶߛ(ݔ,ݐ)

Định lý 2:  Cho các quá trình ngẫu nhiên Itô 
– Levy một chiều xác định bởi (3), và các số  
݊௟	 ∈ ܰ\{0}; ݈ = 1,2, có công thức vi phân tích 

݀ ቀ ଵܺ
௡భ(ݐ) ଶܺ

௡మ(ݐ)ቁ = ଵܺ
௡భ(ିݐ)݀ܺଶ

௡మ(ݐ)
+ ܺଶ

௡మ(ିݐ)݀ ଵܺ
௡భ(ݐ)

+ीଵ(ݐ)ीଶ(ݐ)݀ݐ 

               
+∫ ुଵோబ

,ݐ݀)ܰ(ݔ,ݐ)ଶु(ݔ,ݐ)             (5)                     (ݔ݀

trong đó :  

 ी௟(ݐ) = ݊௟ߚ௟(ݐ) ௟ܺ
௡೔ିଵ(ିݐ)	; 	ु௟(ݐ, (ݔ =

∑ ௡೗ܥ
௞௡೗

௞ୀଵ ௟ܺ
௡೗ି௞(ݐ)ߛ௟(ݐ, ;	(ݔ ௡೗ܥ		

௞ = ௡೗!
௞!(௡೗ି௞)!

	 ; ݈ =
1,2. 

Chứng minh  

Trước hết dựa vào công thức Itô (3), áp dụng 
cho hàm f(t, X୪(t)	) = ൫X୪(t)൯୬ౢ , l = 1,2;	sẽ tính 
được vi phân  ngẫu nhiên của hàm  f(t, X୪(t)	) 
dưới dạng: 

d൫X୪(t)൯୬ౢ

= ቎n୪α୪(t)X୪
୬౟ିଵ(tି) +

1
2 n୪(n୪− 1)β୪ଶ(t)X୪

୬౟ିଶ(tି)

+ න෍ C୬ౢ
୩

୬ౢ

୩ୀଶ

γ୪୩(t, x)X୪
୬ౢି୩(t)ν(dx)

ୖబ

቏dt

+ n୪β୪(t)X୪
୬ౢିଵ(tି)dW(t)

+ න෍ C୬ౢ
୩

୬ౢ

୩ୀଵ

γ୪(t, x)X୪
୬ౢି୩(t)

ୖబ

Nഥ(dt, dx).										(6)		 
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Sau đó sử dụng hệ thức (6) và công thức (4) 
trong Định lý 1, sẽ thu được (5).  

Áp dụng kết quả thu được cho một số quá 
trình ngẫu nhiên đặc biệt 
Quá trình ngẫu nhiên  thuần nhảy (pure jump) 

Quá trình ngẫu nhiên thuần nhảy là một quá 
trình thuộc lớp Itô – Levy có dạng vi phân như 
sau: 

dQ(t) = න γ(t, x)
ୖబ

Nഥ(dt, dx)	; t ∈ [0, t] 

trong đó ,  γ là quá trình ngẫu nhiên thỏa điều 
kiện  

න න γଶ(t, x)ν(dx)
ୖబ

dt < ∞
୘

଴
 

Áp dụng hệ thức (6) với m ∈ N\{0}	; 	α(t) ≡
0	; 	β(t) ≡ 0 sẽ thu được: 

d൫Q(t)൯୫

= ቎ න෍C୫୩
୫

୩ୀଶ

γ(t, x)Q୫ି୩(t)ν(dx)
ୖబ

቏dt

+ න෍C୫୩
୫

୩ୀଵ

γ(t, x)Q୫ି୩(t)
ୖబ

Nഥ(dt, dx).			(7)		 

Quá trình ngẫu nhiên Levy – Ornstein –
Uhlenbeck  

Quá trình ngẫu nhiên Levy – Ornstein –
Uhlenbeck  U(t) là một quá trình ngẫu nhiên 
thuộc lớp Itô – Levy , nó có vi phân ngẫu nhiên 
xác định bởi: 

dU(t) = λ(t)U(t)dt + න γଵ(t, x)
ୖబ

Nഥ(dt, dx)	; t

∈ [0, T]	, 

trong đó: 
 λ(t) ∈ Lଵ([0, T])  và γଵ là quá trình ngẫu nhiên 

thỏa điều kiện : ∫ ∫ γଵ
ଶ(t, x)ν(dx)ୖబ

dt < ∞୘
଴  . 

Khi xét vi phân tích của quá trình Levy – 
Ornstein –Uhlenbeck  U(t) này với quá trình hình 
học Levy K(t), tức quá trình có vi phân ngẫu 
nhiên dạng: 

 dK(t) = K(tି)[α(t)dt + β(t)dB(t) +
∫ ,ݐ)ଶߛ (ݔ ഥܰோబ

;	[(ݔ݀,ݐ݀) ݐ			 ≥ 0.		 

Áp dụng công thức (4) sẽ có : 

             d൫U(t)K(t)൯ = U(tି)dK(t) +
K(tି)dU(t) + ∫ K(tି)γଵ(t, x)ୖబ

γଶ(t, x)N(dt, dx). 

Những phương trình đặc biệt nêu trên có rất 
nhiều ứng dụng trong các mô hình toán về tài 
chính , kinh tế và công nghệ thông tin. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ 
bởi Đại học Quốc gia TP. Hồ Chí Minh trong 
khuôn khổ  Đề tài mã số C2015-26-05. 
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ABSTRACT 

In this paper, we continue to expand some 
results to get the product rule for differential of 
stochastic processes with jump, and apply for 
some special processes like pure jump process, 
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Levy process, in models of  finance, ecomomics, 
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