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Tóm tắt— Khuếch tán chất là một quá trình then 
chốt được chú trọng nghiên cứu trong nhiều lĩnh vực 
như khoa học vật liệu hay kỹ thuật môi trường. 
Khuếch tán của một chất hóa học trong một môi 
trường rỗng thường được mô phỏng một cách truyền 
thống bằng định luật truyền chất Fick. Tuy nhiên, 
môi trường địa chất tự nhiên thường không đống 
nhất và vì vậy cần có những mô hình tiên tiến cho 
phép mô tả ứng xử truyền chất trong môi trường 
như vậy. Quan niệm môi trường “rỗng kép” có thể 
đại diện cho một lớp môi trường rỗng không đồng 
nhất mà ở đó tồn tại hai miền rỗng lớn và bé với đặc 
trưng thủy lực rất khác biệt nhau, ví dụ đá nứt nẻ, 
đất kết cục,... Trong bài báo này, chúng tôi trình bày 
cách phát triển một mô hình “vĩ mô” khuếch tán 
chất trong môi trường đất rỗng kép không bão hòa 
nước bằng phương pháp đa tỷ lệ. Mô hình vĩ mô 
nhận được sẽ là một hệ phương trình phối hợp ở cả 
hai thang tỷ lệ vi mô - vĩ mô và một ten-xơ khuếch 
tán hiệu dụng đại diện cho cả môi trường rỗng không 
đồng nhất. Mô hình phát triển được kiểm tra khi so 
sánh với lời giải tham chiếu thông qua một ví dụ số 
3D của bài toán địa chất thủy văn. 
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1 MỞ ĐẦU 

ơ chế khuếch tán (diffusion) được Fick (1855) 
đề xuất, diễn ra khi có chênh lệch nồng độ và 
được áp dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực. 

Tuy nhiên, nó được quan tâm nhiều trong kỹ thuật 
địa chất môi trường từ những năm 1970, để giải 
quyết các bài toán xây dựng các công trình chôn 
giữ chất thải rắn sinh hoạt và nguy hại [1]. Hệ số 
thấm bé của môi trường địa chất (đất, đá nức nẻ) 
chỉ là điều kiện cần nhưng chưa đủ để đảm bảo an 
toàn tránh rò rỉ. Khi đó chất ô nhiễm lan truyền 
trong môi trường bị chi phối mạnh mẽ bởi cơ chế 
khuếch tán, hơn là những cơ chế lan truyền khác. 
Trong môi trường rỗng có hệ số thấm bé như vậy, 
rò rỉ của chất ô nhiễm sẽ nhanh hơn bởi sự khuếch 
tán chất, trong khi đó cơ chế đối lưu thuần túy 
(convection), đối lưu với khuếch tán và phân tán 
cơ học (dispersion) cho kết quả tính toán sai lệch 
[2].  

Truyền chất khuếch tán trong môi trường rỗng 
đồng nhất (homogeneous) chưa bão hòa cũng được 
mô phỏng bằng định luật Fick [3], ở đó hệ số 
khuếch tán phụ thuộc vào độ khúc khuỷu của môi 
trường rỗng mà nó có thể ước tính bằng công thức 
thực nghiệm Millington và Quirk [4], thông qua độ 
ẩm của môi trường. Tuy nhiên, tồn tại những 
trường hợp, đặc biệt có môi trường không đồng 
nhất (heterogeneous), mà chúng ta không thể áp 
dụng định luật Fick “truyền thống” [5]. Thật vậy, 
môi trường địa chất tự nhiên thường có cấu trúc 
không đồng nhất do những tác động lý-hóa-sinh 
chất chồng. Đối với một tập hợp môi trường địa 
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chất không đồng nhất mà được đặc trưng bởi 2 
miền rỗng (rỗng lớn và rỗng bé) có tính chất thủy 
lực và truyền chất khác biệt nhau như đất kết cục 
(aggregated soil) hay đá nức nẻ (fractured rock), 
chúng ta có thể dùng quan niệm “môi trường rỗng 
kép” [6] để đại diện chúng. Một mô hình toán học 
khuếch tán trong môi trường composite (tương tự 
môi trường rỗng kép) dưới điều kiện bão hòa đã 
được giới thiệu trong [5]. Mô hình này nhận được 
dưới dạng một phương trình, bằng phương pháp 
đồng nhất hóa tiệm cận [7], nhưng có khó khăn 
chính trong việc xác định biến đổi Laplace trong 
mô hình này. 

Mục đích của bài báo này là trình bày mô hình 
hóa truyền chất khuếch tán trong một môi trường 
rỗng kép không bão hòa nước bằng phương pháp 
đồng nhất hóa tiệm cận và thực thi số để kiểm tra 
mô hình nhận được.  

2 PHƯƠNG PHÁP ĐỒNG NHẤT HÓA VÀ 
THÀNH LẬP BÀI TOÁN. 

2.1 Phương pháp 
Phương pháp đồng nhất hóa (Homogenization) 

cho phép mô tả ứng xử của một môi trường không 
đồng nhất bằng cách thay thế nó bởi một môi 
trường đồng nhất tương đương. Quá trình này 
được gọi là sự chuyển đổi thang tỷ lệ và nguyên lý 
của phương pháp dựa trên những khai triển tiệm 
cận. Từ phương pháp toán học này [8,9], Auriault 
[7] đã đề xuất một cách tiếp cận gọi là đồng nhất 
hóa vật lý (physical homogenization), được thực 
hiện trên những số phi thứ nguyên đặc trưng cho 
những quá trình vật lý liên quan. Phương pháp của 
GS. Auriault được sử dụng trong bài báo này và 
giới thiệu tổng quát ở đây (chi tiêt có thể tìm đọc ở 
[10]). 

Đồng nhất hóa bắt đầu từ việc mô tả những hiện 
tượng vật lý ở thang tỷ lệ vật chất không đồng 
nhất, mà thang tỷ lệ này rất bé so với thang tỷ lệ 
công trình mà chúng ta thực hiện. Giả thiết nền 
tảng của phương pháp đồng nhất là thỏa mãn thông 
số tách tỷ lệ (scale separation) của những đại 
lượng hình học và vật lý: 

1<<= Lε /A                   (1) 
ở đây ℓ và L [L] lần lượt là chiều dài đặc trưng 

ở thang tỷ lệ “vi mô” và “vĩ mô”. Điều kiện (1) 
tương đương với việc tồn tại một thể tích phân tố 
đại diện (representative elementary volume, REV). 
Trong môi trường hiện diện 2 thang tỷ lệ, chúng ta 
có thể đưa vào 2 biến không gian phi thứ nguyên x 

= x (x1, x2, x3) và y = y (y1, y2, y3)   [-]: biến vi mô 
(y = X/ ℓ, biến nhanh) và biến vĩ mô (x = X/ L, 
biến chậm), với X = X (X1, X2, X3) [L] là biến 
không gian. Vì vậy toán tử vi phân: 

xyy ∇+∇→∇ ε .              (2) 

Trong môi trường có cấu trúc vi mô (REV) 
mang tính chu kỳ, những biến đại lượng vật lý của 
bài toán được biễu diễn dưới dạng khai triển tiệm 
cận: 

...),,(),,(),,(),,( *)2(2*)1(*)0(** +++= tttt yxyxyxyx ψεψεψψ
   (3) 

ở đây “*” chỉ định những đại lượng phi thứ 
nguyên. Để đạt được mô hình ở tỷ lệ vĩ mô, quá 
trình đồng nhất hóa trải qua những bước sau: 

- Bước 1: Mô tả bài toán vật lý ở tỷ lệ vi mô; 
- Bước 2: Chuẩn hóa các phương trình chủ đạo; 
- Bước 3: Đánh giá số phi thứ nguyên đặc 

trưng theo lũy thừa ε; 
- Bước 4: Khai triển tiệm cận cho mọi đại 

lượng vật lý phi thứ nguyên; 
- Bước 5: Giải các bài toán giá trị biên cho các 

lũy thừa ε khác nhau; 
- Bước 6: Quay lại mô tả bài toán vĩ mô với 

đầy đủ thứ nguyên. 

2.2 Giả thiết bài toán 
Chúng ta xem xét hiện tượng khuếch tán của 

chất tan có nồng độ bé diễn ra trong một môi 
trường rỗng kép (double-porosity medium) có kích 
thức L, mang tính chu kỳ, không bão hòa và không 
bị biến dạng (rắn). Môi trường này cấu thành từ 
những REV giống nhau có kích thước ℓ, chứa 2 
loại vật liệu rỗng và thỏa mãn phương trình (1) 
(Hình 1). Hai loại vật liệu rỗng này có đặc trưng 
thủy lực và truyền chất rất khác biệt nhau: 

)(/ 2
12 εODD =                (4) 

với D1 và D2 [L2T-1] là hệ số khuếch tán của 
miền rỗng 1 và miền rỗng 2. 

  

L

ℓ

Ω1

Ω2

Γ

   
Hình 1. Môi trường rỗng kép chu kỳ có 2 miền: miền rỗng 

Ω1 có tính thấm lớn và liên tục, miền rỗng Ω2 tính thấm kém 

và giao diện Γ. 
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 Trong mỗi vật liệu rỗng này, định luật Fick 
được áp dụng để tính thông lượng trung bình. Bỏ 
qua dòng chảy trong môi trường (số Peclet rất bé). 
Hiện tượng hấp phụ, cũng như là bất kỳ phản ứng 
sinh hóa nào không được xem xét ở đây. 

2.3 Mô tả khuếch tán ở thang tỷ lệ địa phương 
Phương trình chủ đạo của truyền chất khuếch 

tán trong mỗi miền rỗng của môi trường rỗng kép 
không bão hòa như sau: 

( ) ( )111
11 )( C

t
C

XX ∇⋅⋅∇=
∂

∂
θ

θ D  trong miền Ω1, (5) 

( ) ( )222
22 )( C

t
C

XX ∇⋅⋅∇=
∂

∂
θ

θ D  trong miền Ω2, (6) 

cùng với điều kiện liên tục tại giao diện: 
( ) ( ) NDND ⋅∇⋅=⋅∇⋅ 222111 )()( CC XX θθ   

  trên Γ, (7) 
21 CC =              trên Γ, (8) 

ở đây C [ML-3] là nồng độ chất tan; D [L2T-1] là 
ten-xơ khuếch tán;  [L3L-3] là độ ẩm môi trường; t 
[T] là thời gian; và N [-] là vec-tơ pháp tuyến đơn 
vị với chiều dương hướng ra ngoài Ω1. “1” và “2” 
lần lượt là những chỉ số cho miền rỗng lớn và bé. 

2.4 Chuẩn hóa phương trình chủ đạo 
Bài toán vật lý truyền chất khuếch ở thang tỷ lệ 

địa phương trên đây sẽ được biễu diễn theo những 
đại lượng không chiều: 

cC
CC 1*

1 = ; 
cC

CC 2*
2 = ; 

cD1

1*
1

DD = ; 
cD2

2*
2

DD = ; 

cθ
θ

θ 1*
1 = ; 

cθ
θ

θ 2*
2 = và 

ct
tt =* , (9) 

Chỉ số “c” biểu thị cho các đại lượng đặc trưng 
mà chúng ta quan sát được. Từ (9) những phương 
trình (5) – (8) được chuẩn hóa đối với chiều dài vi 
mô ℓ: 

( ) ( )*
1

*
1*

1
*
1

1

1
2

C
t
C

tD yy
cc

c ∇⋅⋅∇=
∂

∂ DθθA  trong miền Ω1, (10) 

( ) ( )*
2

*
2*

2
*
2

2

2
2

C
t
C

tD yy
cc

c ∇⋅⋅∇=
∂

∂ DθθA  trong miền Ω2, (11) 

( ) ( ) NDND ⋅∇⋅⋅=⋅∇⋅ *
2

*
2

1

2*
1

*
1 C

D
DC y

c

c
y  trên Γ, (12) 

*
2

*
1 CC = trên Γ,  (13) 
 

2.5 Đánh giá số phi thứ nguyên 
Chúng ta xem xét thời gian đặc trưng: 

c

c
c D

Lt
1

1
2θ

= . Vì vậy số )( 2

1

1
2

1 ε
θ

O
tD

P
cc

c
l ==
A và theo 

(4), )1(
2

2
2

2 O
tD

P
cc

c
l ==

θA với )1(
1

2 O
c
c =

θ
θ              (1) 

Những phương trình (10) – (13) được viết lại với 
những xem xét (14): 

( ) ( )*
1

*
1*

1
*
12 C
t
C

yy ∇⋅⋅∇=
∂

∂ Dθ
ε  trong miền Ω1,  (2) 

( ) ( )*
2

*
2*

2
*
2 C
t
C

yy ∇⋅⋅∇=
∂

∂ Dθ  trong miền Ω2, (3) 

( ) ( ) NDND ⋅∇⋅⋅=⋅∇⋅ *
2

*
2

2*
1

*
1 CC yy ε  trên Γ, (4) 

*
2

*
1 CC =             trên Γ, (5) 

 

2.6 Phân tích đồng nhất hóa 
Mục đích của việc phân tích là đưa ra phương trình 
chủ đạo chứa thông số có hiệu mô tả truyền chất 
khuếch tán cho một môi trường liên tục từ môi 
trường thực tế rỗng kép. 
Thay thế khai triển tiệm cận (3) vào (15) – (18) và 
nhóm những số hạng có cùng bậc ε, dẫn đến: 

( )

( )[ ]
( )[ ]

( ))0(
1

)1(
1

*
1

2

)0(
1

*
1

)1(
1

*
1

)2(
1

*
1

2

)0(
1

*
1

)1(
1

*
1

)0(
1

*
1

*

)0(
1

*
12

CC

CCC

CCC
t
C

xyx

yxxyy

xyyy

∇+∇⋅⋅∇+

+∇⋅⋅∇∇⋅+∇⋅⋅∇+

+∇⋅+∇⋅+∇⋅⋅∇=

=
∂

∂

D

DDD

DDD

ε

εε

ε

θε

 

  trong miền Ω1, (6) 
( )[ ]

( )[ ]
( )[ ]

)0(
2

*
2

2)1(
2

*
2

2)0(
2

*
2

)1(
2

2)0(
2

*
2

)2(
2

2)1(
2

)0(
2

*
2

*

)2(
2

2)1(
2

)0(
2

*
2

CCC

CC

CCC
t

CCC

xxyxyx

xy

yy

∇⋅∇+∇⋅∇+∇⋅∇+

++∇⋅⋅∇+

+++∇⋅⋅∇=

=
∂

++∂

DDD

D

D

εεε

εε

εε

εεθ

trong miền Ω2, (20) 

( )
( )

[ ] ND

N
D

D

⋅∇⋅=

=⋅
»
»
¼

º

«
«
¬

ª

+∇⋅+

+++∇⋅

)0(
2

*
2

2

)1(
1

2)0(
1

*
1

)2(
1

2)1(
1

)0(
1

*
1

C

CC

CCC

y

x

y

ε

εε

εε

 

 trên Γ , (21)  

( ) ( ))2(
2

2)1(
2

)0(
2

)2(
1

2)1(
1

)0(
1 CCCCCC εεεε ++=++  

trên Γ , (22) 
Thực hiện đồng nhất hóa (19) – (22) theo bậc ε sẽ 
nhận được các bài toán cho ra những kết quả quan 
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tâm. Chi tiết quá trình biến đổi của các bài toán 
được trình bày trong [11]. 

3 KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN. 

3.1 Bài toán biến nồng độ thang vĩ mô và khuếch 
tán thang vi mô 

Ở bậc ε0, phương trình (19) – (22) trở thành: 
( ) 0)0(

1
*
1 =∇⋅⋅∇ Cyy D   trong miền Ω1, (23) 

( ) ( )*
2

*
2*

)0(
2

*
2 C
t
C

yy ∇⋅⋅∇=
∂

∂
D

θ  trong miền Ω2,  (7) 

( ) 0)0(
1

*
1 =⋅∇⋅ ND Cy   trên Γ, (8) 

)0(
2

)0(
1 CC =   trên Γ, (9) 

Lời giải của bài toán (23) và (25) có dạng [12]: 

),( *)0(
1

)0(
1 tCC x= ,   (10)  

nghĩa là ở bậc đầu tiên )0(
1C đã là biến vĩ mô vì 

không phụ thuộc vào y, và trở thành )0(C . Phương 
trình (24) mô tả bài toán khuếch tán ở tỷ lệ địa 
phương (vi mô) và )0(

2C không là hằng số trong 
miền Ω2. Như vậy, ta có 2 biến nồng độ vĩ mô 

)0(C và vi mô )0(
2C , tương tác với nhau qua điều 

kiện (26). 

3.2 Bài toán giá trị biên địa phương 
Phương trình (19) và (21) được phân tích ở bậc 

ε1 khi kể đến lời giải (27): 
( ) 0)0(

1
*
1

)1(
1

*
1 =∇⋅+∇⋅⋅∇ CC xyy DD  trong miền Ω1,  

 (11) 
( ) 0)0(

1
*
1

)1(
1

*
1 =⋅∇⋅+∇⋅ NDD CC xy   trên Γ , (12)  

Hệ phương trình (28) và (29) có nghiệm dưới 
dạng: 

),()( *)1(
1

)0(
1

)1(
1 tCCC x xyχ +∇= ,   (30)  

ở đây )( yχ là hàm vectơ chu kỳ và là một 

),( *)1(
1 tC x  hàm bất kỳ. Vectơ )( yχ nhận được từ 

việc giải bài toán giá trị biên địa phương sau: 
( )[ ] 0*

1 =+∇⋅⋅∇ IχD yy   trong miền Ω1, (31) 

( )[ ] 0*
1 =⋅+∇⋅ NIχD y  trên Γ , (32)  

01

1

=Ω
Ω

= ∫
Ω

dχχ ( 21 Ω+Ω=Ω )   (33)  

 

3.3 Bài toán vĩ mô – Mô hình khuếch tán trong 
môi trường rỗng kép 

Để xác định mô hình thang tỷ lệ vĩ mô, chúng ta 
viết phương trình (19) và (21) ở bậc ε2: 

( ) ( ) ( ))0(
1

)1(
1

*
1

)1(
1

*
1

)2(
1

*
1*

)0(
1

*
1 CCCC
t
C

xyxxyy ∇+∇⋅⋅∇+∇⋅+∇⋅⋅∇=
∂

∂
DDD

θ       

trong miền Ω1, (13) 
( ) ( ) NDNDD ⋅∇⋅=⋅∇⋅+∇⋅ )0(

2
*
2

)1(
1

*
1

)2(
1

*
1 CCC yxy       

trên Γ , (14) 
Thực hiện hàng loạt các biến đổi cho (34) [11], 
chúng ta nhận được: 

( ) ( ) ( )
Ω

∂

∂
Ω

−∇⋅⋅∇=
∂

∂
∫

Ω

d
t
C

C
t
C

xeffx

2

*

)0(
2

*
2)0(

1
*

*

)0(
1

*
1

1
1 θθ

φ D  

(15) 
với ten-xơ khuếch tán có hiệu của môi trường rỗng 
kép được định nghĩa như sau: 

( )∫
Ω

Ω+∇⋅
Ω

=
1

*
1

* 1 dyeff IχDD  (16) 

và 
Ω

Ω
= 1

1φ .   (17) 

Cuối cùng quay lại bài toán vật lý thứ nguyên, 
chúng ta đạt được mô hình khuếch tán vĩ mô 
không cân bằng địa phương với C1 và C2 với một 
thông số có hiệu Deff của môi trường: 

( ) ( )
t
C

C
t
C

xX ∂

∂
−∇⋅⋅∇=

∂
∂ 22

1
11

1
θθ

φ effD , (18) 

( ) ( )2
22 C

t
C

XX ∇⋅⋅∇=
∂

∂
2Dθ ,   (40) 

21 CC =   trên Γ , (41) 

với ( )∫
Ω

Ω+∇⋅
Ω

=
1

)(1)( 1 deff IχDD θθ .   (42) 

Phương pháp đồng nhất hóa đưa đến kết quả 
nhiều bài toán khác nhau. Nó cho phép giải thích 
mối quan hệ giữa các tỷ lệ, tùy thuộc vào độ lớn 
của thông số tách tỷ lệ ε. Mô hình nhận được (39) 
– (42) khác với những mô hình giới thiệu trước 
đây (ví dụ [5]) khi cho phép mô phỏng bài toán 
môi trường chưa bão hòa. Để kiểm tra tính dự 
đoán mô hình này, chúng ta sẽ so sánh với lời giải 
tham chiếu (reference solution) của mô hình không 
đồng nhất hóa (mô hình 1 phương trình khuếch tán 
truyền thống) để đối chứng thông qua một ví dụ 
số. 

Môi trường rỗng kép của ví dụ số 3D bao gồm 
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những viên sét hình tròn có bán kính R sắp xếp 
đều đặn trong đất cát (Hình 2). Điều kiện biên và 
ban đầu được tóm tắt trên Hình 2. Thông số hình 
học và vật lý của 2 loại vật liệu được trình bày 
trong Bảng 1. Hệ số khuếch tán có hiệu của môi 

trường rỗng kép là Deff = 9.05 x 10-10 m2/s, được 
tính toán từ bài toán giá trị biên địa phương (31) và 
(32). (Không trình bày chi tiết ở đây). 

  

t = 0; C = 0

t > 0
X =L
C = 0

t > 0
X =0
C = 1 g/l

L = 0.02 m

 
Hình 2. Kích thước hình học và tình huống truyền chất của ví dụ số. 
  
 

t = 1 × 103 s t = 2× 104 s t = 1 × 104 s t = 1 × 106 s Thang 
nồng độ

X = 0

X = L

 
Hình 3. Nồng độ chất trong môi trường ở thời gian khác nhau tính toán từ mô hình đối chứng. (Xem bản số của bài báo để phân 

biệt thang nồng độ với mã màu khác nhau.) 
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Hình 4. Nồng độ chất ở vị trí trung tâm môi trường ở thời gian khác nhau tính toán từ mô hình đối chứng và nồng độ vĩ mô từ mô 

hình đồng nhất hóa. (Nồng độ chất ở miền vi mô chỉ trình bày ờ t = 8e4 s, ở t = 1e3s hay 2e4 s rất bé (~ 0), và ở t = 1e6 s nồng độ ở 
2 miền xấp xỉ nhau (trạng thái cân bằng).) 
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Hình 5. Thông lượng khuếch tán chất quan sát ở lối ra của môi trường mô phỏng từ mô hình đối chứng và mô hình đồng nhất hóa. 
 

Bảng 1: Thông số hình học và vật lý của 2 vật liệu trong môi trường rỗng kép ví dụ. 
Thông số L ℓ R φ1 φ2 θ1 θ2 D1 D2 
Đơn vị m m m - - m3/m3 m3/m3 m2/s m2/s 
Giá trị 0.02 0.002 0.0005 0.935 0.065 0.5 0.3 1×10-13 1×10-9 

 
 
 Thực thi số (numerical implementation) của mô 

hình đồng nhất hóa có thể tham khảo ở [13]. Miền 
vĩ mô được phân chia thành 50 phẩn tử và 1200 
phần tử tam giác cho miền vi mô, trong khi đó mô 
hình không đồng nhất được giải ở tỷ lệ mịn (fine 
scale) bằng việc phân chia miền bài toán thành 
~13400 phần tử tứ diện (tetrahedral). Cả hai bài 
toán của mô hình đồng nhất và không đồng nhất 
được thực thi bằng một phần mềm thương mại 

phần tử hữu hạn phát triển với Mathlab. Thời gian 
giải là < 1 s cho mô hình đồng nhất và 16 s cho mô 
hình không đồng nhất với bộ xử lý của máy tính 
3.30 GHz và RAM 4.0 GB. 

Kết quả nồng độ chất ở một số thời gian được 
chọn giới thiệu, Hình 3.  Hình 4 cho chúng ta thấy 
nồng độ chất mô phỏng bởi mô hình đối chứng dao 
động vì sự khuếch tán lần lượt qua miền vật liệu 1 
(cát) và miền vật liệu 2 (sét). Kết quả mô hình 
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đồng nhất hóa cho ra đường cong nồng độ vĩ mô – 
vi mô trùng với kết quả mô hình đối chứng lần 
lượt ở miền 1 và 2. Trung bình nồng độ ở một mặt 
cắt tại những vị trí X sẽ rất giống nhau từ 2 mô 
hình, Hình 5. Như vậy mô hình phát triển trong bài 
báo này không chỉ được kiểm chứng, mà cách thực 
thi số cho mô hình đồng nhất ở đây chứng tỏ hiệu 
quả cho phép tính toán nổng độ ở cả hai tỷ lệ vĩ 
mô và vi mô. 

Thông qua ví dụ số trên đây, chúng ta nhận thấy 
mô hình đồng nhất cho phép biết được sự khuếch 
tán chất ở những thang tỷ lệ hiện diện trong môi 
trường. Ngoài ra, mô hình đồng nhất vĩ mô giúp 
tiết kiệm tài nguyên, đặc biệt trong trường hợp mô 
phỏng cho bài toán thực tế. 

4 KẾT LUẬN. 

Mô hình truyền chất khuếch tán trong môi 
trường rỗng kép không bão hòa đã được phát triển 
bằng cách áp dụng phương pháp đa thang tỷ lệ 
đồng nhất hóa. Mô hình nhận được là một hệ 
phương trình cho phép mô tả khuếch tán ở cả hai 
thang tỷ lệ vi mô và vĩ mô mà nồng độ của chúng 
tương tác với nhau thông qua biên tiếp xúc giữa 
chúng. Sự truyền chất qua lại giữa hai miền trong 
môi trường và hệ số khuếch tán có hiệu đại diện 
cho toàn bộ môi trường hiện diện trong mô hình 
một cách chính xác mà không chịu bất kỳ điều 
kiện áp đặt nào. Mô hình đề xuất được xác nhận có 
khả năng mô phỏng truyền chất khuếch tán trong 
môi trường rỗng kép không đồng nhất, thông qua 
việc so sánh kết quả nồng độ của mô hình đồng 
nhất hóa và mô hình truyền thống. 

Cuối cùng, phương pháp mô hình hóa giới thiệu 
trong bài báo này có thể mở rộng cho những 
trường hợp truyền chất khác tính đến sự biến đổi 
hóa sinh của chất ô nhiễm, cũng như là áp dụng 
cho những bài toán đa vật lý trong môi trường địa 
chất nhiều pha và nhiều thành phần. 
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A model of solute diffusion in unsaturated 
double-porosity medium by 

homogenization 
 

Tran Ngoc Tien Dung, Pham Minh Quang, Nguyen Thong, 
Bui Pham Phuong Thanh, Tran Van Tieng 

 
 
Abstract— Solute diffusion is a key process in many fields like for example material science or 
environmental engineering. Diffusion mechanism in porous media is often described by Fick’s law. 
However, we could not use this law for nonstandard diffusion behaviors occurring in cases of 
heterogeneous media. The conception of double-porosity medium can be applied to a class of such media. 
The double-porosity medium is characterized by two distinct pore sizes: macro-porosity domain and 
micro-porosity domain, respectively, having the contrasted hydraulic properties. This paper presents the 
development of a macroscopic model for the solute diffusion in unsaturated double-porosity medium, by 
using homogenization method. The obtained macroscopic model is a system of two equations coupling on 
the interface of the macro- and micro-porosity domain for diffusion. This model contains the effective 
diffusion tensor representing for the entire medium. The developed model is verified by comparing with 
the reference solution of the fine scale model through a 3D numerical example of hydrogeology problem.  
 
Index Terms— diffusion, mass transport, double-porosity medium, homogenization. 
 
 
 
 


